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BOLYAI INTÉZET 
A magyar matematikusok jelentős eredményeket értek el a cimben 
zett matematikai diszciplinában. Tekintettel a tárgy kereteire .a eleve le kel-- 
. 
lett mondanunk a teljességről. Csak a fontosabb eredmények összefoglalásá-
ra szoritkozunkv az approximáció elméletéhez tartozó ill, a Fourier-integrá  
lokra vonatkgzó eredményekkel nem foglalkozunk. A könnyebb áttekinthető-
ség végett az eredményeket tárgykörök szerint tagoltuk.  
le FOURI ER-SOROK  
A. KOLMOGOROV, G. SELIVERSTOFF és A. PLESSNER  
tele szerint az f(X) E L (0, .ZAy 	függvény 
n 1(X)Al a + (agy cos nx + sin a xi 
I f (x) cos nx dx, b,, = ~~ f (x] 'n n x e~lx 
Fourier-sora majdnem mindenütt konvergál, ha a  
f L l ~ (ci, t b, /logr <00  
együtthatófeltétel teljesül. E tétel nagy jelentősége ellenére nem volt isme- 
retest hogy a kifejtett függvény milyen strukturális tulajdonságai biztosítják  
ezen feltétel teljesülését. ALEXITS GYÖRGY-nek sikerült a fenti Kolmogo-•  
rov-Seliverstoff Plessner--féle együtthatófeltétellel egyenértékű strukturális kon-- 
vergenc afeltételt adni Részletesen. a fenti együtthatófeltétel olyan pozitív, mo-•  





i')) 	c,a, (d; {': 0, 270 = O'' (4) 
	
- 	.- 	~~ i _ed. ~ . fennállnak. (Általánosan az f(x)őLf 62,6) függvény p -edik 
lntegrálmodulusa (p -4-') 
  	 [f/J(x4h
b 	 ~
w (of o,b)A4p l -f(x paix ih r~d  of  
A tétel egyszerü alkalmazása mutatja. hogy a Fourier-sorok majd-  
nem mindenütt konvergál, ha az 
WA (d; ; o, 27o.   4' ( (1 oq ~/d') -1 - ) 	( F 0) f 
feltétel teljesül. ALEXITS eredménye könnyen lokalizálható. Légyen  
f(K) E L(0,270  és (e, dl) .5(o2X) l-la f(xki!('c d ] és továbbá 
b) helyett 
w (d,' f,• c, call = ű( 	
. 
teljesül„ akkor/1'd Fourier-sora („d ben ma nem mindenütt kon--
vergél. A lokális konvergenciafeltétel tehát egyáltalán nem követeli  
meg f(x) 	Ls --integrálhatóságát (t, di --n kivül, ezért akkor  
Y Z is alkalma iható* ha a , (ai+br) sor dive rgens,  
RÉNYI A! i° =:t'..I) dolgozatéba j 	a 1+'ourier...sorok szuinni6ihaín  
ságára vonatkozó klasszikus Fejér-,4ebesgue -féle tételt terjeszti ki  
Cauchy-Fourler-aorokra .: 
Fourier-sorok erős szummálhatóságához kapcsolódik TÜRÁN  
PÁL egyik dolgozatai. Ismeretes. hog y az f(x%El. (0,2717 függvény  
Fourier--sorát r --ed rendb en erősen sz ummálhatónak, röviden Hr. -
szummálhatón ak (r . 0) 	nevezzük valamely X. pontban. ha  
fenn áll n 
n~.;rn n 	E s  (f; x. ) — f(xo J/ "= p ya0 
ahol Sp (f,• X0/ a Fourier -sor V -edik részletőssaege, Ismert  
az is, hogy ha f(x) folytonos X. -ban, akkor Fourier-sora tet-
szőleges pozitív. r -re Hr  szu mmálható. TURÁN megmutatja , 
bogy ez nem mindig igaz. ha a fenti Otlációban a rögzitett f --et 
95. 
pozítiv számok monoton co -.be növő r(n) sorozatával helyettesitjük.  
G.H. HARDY és LE. LITTLEW'QOD bizonyították, hogy ha  
t (x) e LP(O, 2 i1 (p. 4 akkor fixi Fourie r--sora a függvény bármely  
P •-edrendü Lebesgue-• pontjában minden pozitiv r rendben erősen szurn  
málható. (Az X e (a:, b) az f(x) E LP (a, b) függvények p edrendi4  
Lebesgue-pontja (p.0) ha 
h ` ó h  f ̀~ I fixa%- f7x/ Pdt = 0 ) 
Ez a tétel p= 4 --re általában nem érvényes: U'. L HARDY és LITT - 
LEW OOD példát adtak olyan in tegráih ató fiig gvén y re, amelynek az X=0 
Lebesgue-pontja, de Fourier-sora ebben a pontban nem 114 -'-azummá!-:.  
ható, s egyuttal felvetették a következő kérdést : tetszőheges  lategrál-; 
ható függvény Fourie r- . sórí erősen s zummálha t ó -e majdnem m nde--
nütt egy bizonyos rendben.J. MA.RCZINKIEVICZ adott először pozi--
tiv választ erre a's-kérdésre megmutatta,' hogy integrálható, függvény  
Fourier®sora majdnem mindenütt H2 --szu mmálllat ó, Később., AZ , 
• 
Z1'GMUND bizonyitotta, hogy integrálható függvény Fourier••sora. spin  
. 	 -• s 	J ..r 	.: 	 _~ 	 •' 	 ':•''-•-• 	 ,., i.`':~ 	 e. 
den r 	rendben (r)-0/ erősen szummálható majdnem mindenütt, 
Mivel HARDY és LITTLEIVOOD példája szerint integrálható függ• 
vény Fourier - g 
	•  . 
• 
s égképpen . H4 -szummálhát ó, és igy annál inkább nem Hz --szummál-  
ható, ezért felvetődik az a kérdés„ hogy megadható --e olyan, aránylag  
egyszerű analitikus reláció, amely a) intégrálhatá függvény esetén  
majdnem mindenütt teljesül . és b)' tetszőleges X pontban való `fennél--
lásából `kővétkezik á függvény Fourier--sorának HA --szummálhatósága  
ebben-8   pontban, TANDORI KÁROLY kózgl ily en relációt egyik  d olgo-
zatában 4 , megmutatva* hogy integrálható f (x) függvényre majdnem  
minden X 	pontban k (>0/ -ban : egyenletesen . tél jes i.il  
f.it li., (x4: C4011. x.
.h 	il apufLI#k1p'x   f
• és ennek egy X pontban való fennállásából következik f(x] Fourier-
során ak 	--szu m málha tósága ugyanebben a pon tban.  
Fourier-sorok szuinrnációjánék az elméletébe vág S ZÚKEFALVI 
96, 
NAGY B8LA több dolgozata5'h°7'-ben' általénositja IIILLE és TAMARKIN 
.ér.édményét, és olyan tételt ad ., amely magában foglalja NIKOLSKY egy e-
lőző tételét. legalfibb is az elegen dó feltételt. illetően- Leaven  
!1 - (li n k% 	(n. 	; k = 	a 	 no =~ l 
valós vagy komlex számok.b ól álló végtelen trianguláris mátrix. A 271' sze-
rint periódikus, integrálható )(X)  függvény Fourier-sorából képezzük a 
(x) = G ( A. 	
n 
n 	n 	f i X1 ' ~ -~no ~ + ~ ✓~ n k (cxk cos kx+bk sin kx  
«közepet», All. mátrixot s`' tipusunakaneve zzük, ha a 6„(X1 közepek 
f(x) -he z konvertálnak a függvény minden Lebesgue- pontjában$ és ha ez 
a konvergencia egyenletes minden olyan intervallum belsejében. ahol a függ-
vény folytonos. A szummáció Fejér-féle klasszikus módszere  ese tén F ti-- 
pasa A matrix lép fel, nevezetesen A-(4-  k/(n+4)) 	az r --ed-- 
rendü (r >0 j Cesaro-közepekkel való összegezés esetén pedig ez a mat-
rix (r) 	(rl 	 fpl 1 (An_k 44n ) ahol Am 	A`Y9 
SZŐKEFALVI-NAGY BÉLA bebizonyitja, hogy .A. 	mátrix F ti-- 
pusu* ha fennállnak a következő relációk. : 
(a) 	/% , ,v, 	A 
(B) ~
~ a n k 	2  
k,o (E k 	)14nk Í - 0'(41, 
ahol  Qnk = íI nk - 2 An,k44+J~ n. kf1 	( .í~ ri, n t4 =0i 
	
n- ~t 	 1 
(B) helyette sithető a (B') 	(n -k1 íogri- 	I  ,Link / _ 0(14 ke0  
feltétellel.  
Dolgozatában SZUKEFALVI--NAGY Béla a konjugált sort vizsgálja 
hasonló szempontból, 
Az 	f ~ !  (an cos nx+ b. sin nx )  n= 4 
Trigonometrikus sor konjugált sor a 
o~ 
 ~ ' (an sin nx- b„ cos ax) 
A valós vagy komplex számókból álló 1i' (Ank) trianguláris mátrixot  
ti 
tipusunak nevezzük, ha a konjug ált sor 
n 
~n  (f i X1 = l nk (ak sin  kx- bk cos kx ) 
közepei az 	 k_q 
minden rnuzi!ett 	k 	-ra, 
97. 
1(x)  _ ‚irr3  # f' 'fjx4  t)-- f 'x-tJJ Z cofg► i t alt (e >0)  
konjugált függvényhez konvergólnak minden olyan X pontban, amely 
ben ez létezik és amely a függvénynek Lebesgue -¢ontja, SZOKIT-'\J .  
VI-NAGY BÉLA bizonyitja, hogy a u . mátrix ipusu, ha teljesül a  
fenti (A) és továbbá (B) helyett a  .-4 
(B) flk+4) í log - , ,I L1nkI+.~ ln-ki ~ lo9n-~n-Tc )14 ki ~ k`° 	k 	kw )) 
feltétel, ahol 	V = £ .n J 
SZJKEF AL VI-NAGY BÉLAI dolgozatóban szükséges feltételeket.  
állapit meg arra vonatkozóan, hogy minden folytonos f lxl függ vény-
re a  4, (f; X% közepek a konjugált sor 
"n ~ f x)  	(' _  k/(,1941) (ak sin kx bk  cos kX 
k= ~! %, 41 -közepeivel mindenütt ekvikonvergensek legyenek.  
Legyen  
00 
i +  4 a,tcos 
illetve 
00 ~ b,~ s in nx , 
a (O,.7r) 'intervallumon  
crn s a  _Kf(xlcos nX alX  
~  
b = ~J 'j"x/J'n/ ,~ x 	 n x alx (k1.4,2  ..• 
értelmezett é s integrólli ató fbd függvén; 
nx  
szinusz - ill, szinusz---sora, Ismeretes, hogy a 	b.,/n 
mindig konvergens, de a Ean/01 	csak akkor, ha a 
ti~rno t~Xx f fWon 	(i >O) 
határérték léteziki és véges. (1-HARDY és LITTEWOOD) Egyhez a prob • 
lémakörhöz kapcsolódik SZuKEFALVI--NAGY BÉLA8 dolgozata. Legyen  
f(X) • a (O,K/ -ben csökkenő és alulról korlátos. de nem szükség 
képpen L -integrálható függvény . Csal. XI(X) 	integrálhatóságát 
tételezzük fel, Ekkor f(xi formálisan EbfllnXszinusz-sorba fejt  
he tő. SZuKEFAL VI -NAGY BÉLA bizonyitja, hogy a  E. 	(o4as<4I n 
sor akkor és csak akkor abszolut konvergens, ha )( 21"-9.(x) E L.l®,."  
Hasonló eredmény érvényes az f(xi 	koszin usz-sorára is, csak a 




2, ORTOGONÁLIS POLINOMSOROK . 
i .povPn e% (XI A vhar■ ta (a. 6) tntP.rvAll'Tmnll h rtPlmp 7 .tt- a pm ncntt .. 
kenő korlátos függvény, amely végtelen sok különböző értéket vesz fel.  
Jelölje {P„ (X)} azt a polinomrendszert. amely az 	fx'J 	hatra 
vényrendszerből keletkezik, ha ezt az 6,6) 	alapintervallumon az 
og&l-re vonatkozólag E. SCI-[MIDT eljárásával ortogonali záljA. Azaz  
, (x) n -.edfoku, pozitív cfiőegyütthatója polinom, és 
ó 	 0`' ha m 4n 
a pm (x)p„(xi écalxí 	 . ~ 
;~ '► a r» = n 
Ha J'x) ELcc(a'bi 	akkor a  
	
c„ _ ,f '}'(x)p„ (xlalalxl 	(K=0, 7,...  )  
egyűttliatókkal képezett  
f(xirv'E Chpn(X)  
t 
sort az ./(X1  függvényK=  ,~ (Xi/ rendszer szerin ti ortog o n ális sor  W 
fejtésének nevezzük. Ha 04 (Xi abszolut folytonos. akkor a Wfxi=et(X)  
függvényt, amely majdnem minden ütt pozitiv és integrálható, sulyfügg-
vénynek n evezzük. A w(X) sulyfüggvényhez tartozó fp,  (. 4  
polinomrendszer ortogonalitási és normáltsági feltétele : 
b 	 D, ha m*n 
p,,' (x)p,Jxlw(xláx- a 4, ha rn mn  
a C„ együtthatókat pedig a  
c,1 ? J"/(x]p,'  (i('XJdXln=o, ~, ...J 
integrálok adják, ahol 	J"xl E L2w (a bl 
SZÚKEFaLVI--NAGY B2LÁNAK sikerült a Fourier.-sorokra vonat-
kozó KOLMOGOROV--SELIVERSTOFF-PLESSNER--féle tételt ortogonális  
polinomrendszerek igen tág osztályára bízonyitani 9. Előzőleg mér  
ALEXITS megmutatta hogy egy W(X/>Osulyfüggvényre vonatkozólag  
T ortonormált [Fax)) polinomrendszerre érvényes a KOLMOGORO- t 
99. 
SELIVERSTOFF--PLESSNER-féle tétel, ha a sulyfüggvény is. rrjeg a 
polinomrendszer is korlátos : 
a) 0 < Pr/(x) W 	ipn ()di K (ac.4x s n=a4...E 
ahol W és X állandók. 
E feltételek teljesülnfl, például a Legendre-féle polinomok esetében 
(ekkor w('b= 4 ). De nein teljesülnek például a Csebisev--féle poli- • 
nornok esetében (ekkor 'W(X/=(M-Xt%_iés ez nem korlátos). Ez a 
tény kivánatossá tette ALEXITS tételének olyan esetekre való kiter--• 
jesztésétt amelyekben az a) -b) korlátossági feltételek nem szerepel-
nek. SZŐKEFALVI--NAGY BÉLA megmutatja, hogy ilyen kiterjesztés 
lehetséges : az a) feltétel teljesen elejthető és a b) feltétel is enyhit-
lie tő. U. i. bizonyitja a köv :étkezőt : ha az oc (X/ -re vonatkozó-
lag ortogonális és normált [pa (X) j polinomrendszer a 0,00-5(046) 
intervallum belsejébe eső minden zárt intervallumon egyenletesen kor-. 
látos és oe 
Ect logn<oo 
akkor a r' p*'Ki ortogonális polinomsor (C,oll f OC -majdnem minde- -
n ütt konvergál. Hogy itt a /09n «konvergencia-szorzó» javitható --e. 
az még a Fourier-sorok esetén is nyitott kérdés. SZŐKEFALVI - 
N AGY BÉLA tétele alkalma: fiató minden 
wi(x)=h- (14xh 
sulyf iggvényhe z tartozó fpn°`'/36 (X%} polinomrendszerre, az az minden 
Jacobi-féle norm lt ortogonális polinomrendszerre. 
Ortogonális  polinomre ndszer szerinti kifejt és konvergenciájára 
vonatkozó strukturális feltétel megállapítását tüzte célul ALEXITS 
GYÖRGY egyik dolgoza tába n 1°. Legyen 4r/'X% a (-4,4) 
intervallumon értelmezett, a 
Q t ' /é W(4- x9 -2 	(-4X 44i 
feltételnek eleget tevő sulyfeggvelly és íp*"x.]J a ir(x) -re vo-
natkozólag ortonormált pooinorArendszer. A következő tétel ugyancsak 
ALEXITS által Fourier-sorokra /1/-b-en bizonyitott eredmény kiter-
100. 
(ac >-4,/4 >-4) 
növő 	függvény. amelyre 
do oi 
a) 
és az f(x/ 
J^ x.. (x1  °° 
folytonossági modulusa teljesiti a  
t 
jesztése., Az fIX/ELwe 	függvén yf(XIPtilenpi(%)ortog onális kifejtése 
egy teljesen a (4 4) belsejében fekvő (C,C// részinterv Ilumban 
majdnem mindenütt konvergál ; ha a p„(X/ ortogonál' linomok 




,~(x/ 	függvény  	modulusa :  
Wol f ; c,011=   fh~tr~•~~ 	 ,f~J~ll~ , Jh/ o 
Egy másik dolgozatában ll°ALEXITS GYÖRGY a orbel suly- 
függvényre vonatkozólag ortonormált ( 	polinomrendszer s ze-- 
rinti J%li'v ZC„ pr, (x/ 	ortogonális kifejtés konvergen cia prob- 
lémáját visszavezeti az /['CO$ ®%, ezatraWlfüggvény Fourier -80. -
rának vizsgálatára.  
A Fo urier-s orok elméletéből ismert Diricldlet--Jordan-- és Hardy  
Littlewood-féle konvergenciakritériumokat terjeszti ki ortogonális poli•-
nomfejtések elég ±tí g osztályira FREUD GÉZA egyik dolgozata12 „ 
Jelentsenek k*, ki,... 	pozitív abtzolut konstansokat. Teljesitse a  
W6(./ pozitiv sulyfüggvény a  
W(x/ k4 (p1 - x'] kt 	(-4 4)( ~l 
feltételt. és, a megfelelő [‚0,' (X/ j ortonormált polinomrendszerre  
/p,'(x/l k, (4-x;l -k4  (-44)(64,-n=0,44.../  
(A íp!'"fx/j 	Jacobi polinomok kielégitik ezeket a feltétele- 
ket.) Ekkor tetszőleges korlátos változásu ,,e6c) fűggvónyflxhvres (X)  
ortogonális kifejtése az f bX% minden K.75 	folytonossági pont 
jában j(f/ 	--hez tart ,  Továbbá, a konvergencia minden olyan 
intervallum belsejében egyenletes, ahol f<X%  folytonos. ( A Diri c li 
lat T ord an -•féle kritérium ált alánositása) A Hardy-Littewoo d-féle kri- 
térium általánositása 	követk ezőképpen fogalmazható : a WGlX/suly-- •  
függvényre és a [p(X/j ortonormált rendszerre vonatkozó fenti  
101. 
feltételt. 
feltevések mellett J('x]  ortogonális kifejtése valamely Kai pontban 
if!) 	-hez tart, ha egy alkalmas pozitív 	-val 
Cn = a(wt,?1.% 
Jl + hi —f(J _ c 	l 
Orto 	ális polinomsorok ak!#olut konvergenciájának elméletébe 
+rág FRE1E. GÉZA második dolginiata13 , amelyben S.N. BERNOTEIN. 
S. B. STFCKIN és ALEXITS e'edményeit általánositja. Megmutatja, 
hegy az ott szereplő tételekbeil a3 
fpj'x,J  
ortonormált polinom 
rendszer egyenletes korlátossága helyettesithe tő a 
(1) 	,E Ep,, (x]J 2_  o'ln) v=o 
gyengébb feltétellel . Bizonyítja továbbá, hogy ez teljesül. ha a W<X% 
sul; függvény az X pont környezetében pozitív korlát főlött marad. 
Folytonos f(X) függvény ortogonális kefejtésének abszolut konver 
gen ciá jóra az 
w (d; f) = max 
«trigonometrikus folytonossági modulus4 felliasz n álásával ed könnyen 
áttekinthető feltételt. Ha az f(K) 	függvényre. 
2 4.46:-.42.1111Lsoo nr4 Y trr 
akkor az f(Xf vXCK (X) kifejtés abs zolut konvergál minden olyan 
pontban, ahol (1) teljesül. Ez STECKLN Fourier-sorokra vonatkozó 
tételének általános i tása. 
FREUD aZA ortogonális pQi]inomrendszer szerinti kifejtésből 
tagonkénti differenciálással nyert qrt vizsgálja 	Le- 
g yen "(X) 	a véges (C,Y, / 	intervallumon 	k 	--a zor 
folytonosan differenciálható fűggvény, és legyen 	[p.1(x]J 	a 
w (XI 	sulyfüggvényre vonM ozólag ortonormált polin omrend- 
szer (01,6) --n. , Az 16d Z Cnp a (X) 	ortogonális kifejtés -  
ből formális, tagonkénti differenq tlással keletkezett 
102, 
és 
f ( I eosorJ -f (cos 4Jl 
00 
2- Cn p (k)l xJ  n=o 
sor (a W(K/ speciális választásától eltekintve) nem ortogonális sor.  
Igy az ortogonális sorok vizsgálatánál szokásos módszereket nem le .-
het minden további nélkül erre a sorra alkalmazni. FREUDNAK mégis  
sikerült bizonyítani a következőt : ha a (C,d) e (a,b)  
részintervallumban a 4(X) 	sulyfüggvén y pozitív korlát felett marad,  
akkor a 
sor konvergenciája, ahol W (Q, f rk/ T "(X) folytonossági modulusa  
(ad) 	-ben, biztosit ja a k -szor tagonként differenciált sor e-•  
gyenletes és abszolut konvergenciáját (C0/) minden belső részinter- 
vallumában.  és a formális k 	 -szoros differenciálással nyert sor  
összege (C, d] -ben az I ( X% •  
TANDORI KÁROLY a Fourier--sorok erős szummaciójára vonat  
kozó I-Iardy-Little' ood--féle 'ételt átviszi ortogonális polinomsorokra  
q: u 
[ 	polinomrendszer e y ('C.A1/ 'Q', %részin- 
tervallumon egyenletese4{/ körlátos és f'xJ6 4J"w,b/  ak kor #(X/  
kifejtése 	%,o1/-n ; f ; majdnem mindenütt Hz --szummálható, I-Ia a  
/'pM'xij 	rendsze.&,1 	 egyenletesen korlátos és a W(X/  
sulyfüggvény ebben a . ..tervallumban felülről korlátos, akkor tetszőle- 
ges, a (c,41-n1 	; J'olytonos függvény kifejtése egyenletesen Hz -- 
szummálható mindezt (Cfo d-c1, részintervallumon  
• 	t 
SZŐKEFALVI ,NAGY - BÉLÁTÓL származik a következő megjegy- 
zés : ha a W(X) ulyfüggvény pozitív mértékű M c(C,d] halmazon  
Irválik zéróvá, akkor á pn iX%} 	 rendszer nem lehet egyenletesen  
korlátos (C, 00- .  
TANDORI tételét általánositja GREUD GÉZA 16$  megmutlt,va... hogy az  
előző tételben a [13.6e0 rendszer egyenletes korlátossága helyet--  
tesithető a /13/-ban említett i..engébb (1) követelménnyel.  
n =4 ~ 
15 
dolgozatában, Ha  
103. 
jelentősége többek között abban van. hogy (1) már teljesül, ha  
a . W CX) s ulyfüggvény az X pont környezetében majdnem mije - 
dc..- 	pozitív korlát felett marad.(1) fennállását vizsgálja FREUD GÉZ:\j T 
dolgozatában is.  
Ugyancsak ortogonális polinomsorok erős szummálhatóságára vo  
natkozik TANDORI KÁROLY egy másik dolgozata18, amelyben Hardy  
I,ittlewood-.Paley tételét viszi át ortogonális polinom-sorokra. Bebizonyit•- 
ja hog y ha f(x)E LV (ai,CJ, Ad EL.~ (c,d) (4'p) f(x] EL2(01,0 
és az oe (X) elosAlásfüggvényre vonatkozóan ortonormált p„ (X) polino 
-n egyenletesen korlátosak. akkor /(X% 	kifejtése 'c'd/ -  
n 	0' 	-majdnem mindenütt Hr 	--szumállható 6- >0)  
Ez a tétel szóról-szóra érvényes . akkor is, ha a Hr 	• .szurnkiná lhatósá  




élj n !i.aO An.  y=p  	(8x11=0 04>S>4) 
relációval lielyettesitjük, ahol Sy (h)l% 	az f(X)  
edik részletösszege.  
3. ÁLTALÁNOS ORTOGONÁLIS SOROK  
Legyen  (>°n   (xl} 
intervallumon, azaz  
ortogonális és normált rendszer a véges (o1,')  
D , ha 	nt #n  
asp,,,(xlso„ (x/dx= 
4 , 	ha 	rn =n  
D. MENSOV és K. RADEMACHER bizonyították a következő alapvető flié-- 
telt : ha valc8 számok tetszőleges 	jnJ 	egyűtthatósorozata teljesi ti 
az u m, MJiPso:--Rademacher -féle feltételt 
co 
2 ) 	 E an Logan  < oo, 
n =L 
ak kor a  
00 
Qlnyn (x) 
.o rot ogonális sor az alapín tervallumban majdnem mindenütt konve rgál  
104. . 
mok kid)  
kifejtésének y 
minden 1y0n (X%}ortonormált rendszer ésetén, MENSOV megmutatta  
azt is, hogy a (2) feltétel általában nem gyengithető: abban az ér --
telemben. ho ay a f/cgb3 fal:fo rsorozat nem  h-lyetteúithctő egy.  
lassabban 00 	-be növő [W(n'Ij 	számsorozattal, Érvényes u.i.  
a Mensov-tétel : ha a [W"n)j pozitív számsorozatra  
W(n) = & (l og n)  
akkor megadható olyan í(k'/f  ortonormált rendszer és olya n  
fan] 
~ anW1(ri<  
de a 2Afn C"n(X] ortogonális sor az alapintervallumban mindenütt di-
vergál. A bizonyitás finomitásával Men sov később megmutatta, hogy a  
fegiblij  rendszer az alapintervallumban egyenletesen korlátos - 
nak is választható,  
Mensov tételének jelentős élesitését bizonyítja TANDORI KÁ-
ROLY dokto ri diss zer tációjában 19 ha az fOlisi  pozitív, monoton  
nem -növő számsorozatra :  
t•a4LOg IZ= OD 
akkor megadható (a2 	fan? 	sorozattól f üggő) f (']jortonor_  
mált rendszer, melyre a EariS (X%sor az alapintervallumban min-
denütt divergál. Az itt szereplő f1"x1ij  rendszer az alapinterval-
lumban egyenletesen korlátosnak is választható. TANDORI megmutat-
ja, hogy ez a tétel a Mensov-tételt is magábafoglalja. TANDORI téte-
léből adódik, hogy pozitív, monoton nem-növő fan} együtthatósoro--
zatra a (2) Mensov-Rademacher-féle feltétel nemcsak elegendő, de 
szükséges is ahhoz, hogy a ZOrL Ön bt ortogonális sor minden 
[9. (xl] ortonormált rendszerre az alapintervallumban majd- 
nem mindenütt konvergáljon.  
KACZMARZ-tól származik a Mensov-Rademacher -féle tétel kö-
vetkező általánositása : ha a ifx(poj pozitív, monoton 00 -be 
növő faktorsorozatra és a bh(X)/ ortonormált rendszer  





b 1A  ypk f yDk rlidt 	( 2- 4 4,2, .~~ J 
Lebesgue- függvén ye ire  
L.n(X/ =  411611) 	la x-44; n=0,4,2,...  
akkor a ranyn  (X) ortogonális sor majdnem minden fitt kon ver • 
gál minden olyan  ('zsj 
 
egy fitt ha tósorozatra, melyre 
.fi af t lea) 00  
Egy másik dolgozatában 20 TANDORI KÁROLY bizonyítja, uogy az ál -
talános esetben ez az eredmény sem javítható,  
KACZMARZ az előbbi, ortogon ili.s so rok konvergenciáján ak el --
méletében a agy szerepet játszó t étet. <i fen ti formában mondta ki, de  
hiányosan bizonyította be. Az 	 b szonyitást erre a tételre  
ALEXITS GYÖF',GY 21 ad -t a, A cesaro ,közepekre vonatkozó; analóg 
Kacima.rz--tételt, melyn ek bizonyitásáöan, K ACZ MARZ--nál ha6onló Ili  
ányosság található. TANDOR1 K ÁROLY-nak sikerült először lielyesén  
bizon yitania22. 
Legyen {jog (x)] a véges 62,1% intervallumon orlon ormált  
rendszer és /(X/EL.267,6)akkor a  
• 	o0 
a Gn  yon  (X/  
sort. ahol 
a f(Xijo11 CXJQIx (n = 0,  
az /'xJ 	függvénynek a [A iXl} rendszer szerinti kifejtésének  
nevezzük.  
Az ortogonális sorok elméletében nagy szerepet játszanak az  
olyan tételek.. amelyekben  
(3) 	 Cif .2 %).< 00  
u.n. egy ütthatófeltéte lb ől, abc: ; .. (X) 	bizonyos feltételeknek alá- 
vetett függvény. következik a Z Cy S4t (x% 	sor konvergen ciája  




er tétele. ahol ~, lnf=1Ol, z"n/. I-la a fc,J együttliatós orozat  
106. 
helyett az f(X/EL j &függvény ádott, akkor fontos feladat a (3) együtt-
hatófeltételn ek a függvényre von atkozó, me gfelelő strukturafeltétellel va-
ló helyettesitése. Ezzel a kérdésséf foglalkozik ALEXITS GYÖRGY és 
KRÁLIK DEZSŐ dolgozata23 . Vizsgálatunkat az 
1If 
 
C000 (X)112 = ff 43 1= z n,f Jl v=o 	van 
feltételt kielégitő 	jolt'xij 	ortonormált rendszerekre korlátozzák. 
Továbbá (legalább is elég nagy X --ekre) -pozitiv, monoton növő, 
alulról konkáv függvényekre szoritkozn ak, IIa Jx] -re 
teljesül az 
7.177-7eTif 	 
strukturafeltétel egy pozitiv, monoton nővő (p(x) --szel, melyre 
; 
4 1 
akkor a (3) együtthatófeltétel teljesül. 
Általános ortogonális sorok feltétel nélküli konvergenciájára vo-
natkozik IVIÉSOV és Orlicz egy tétele k amely szerint. ha 
2 - E %45o 
egy rögzitett E >O -ara. akkor a ECn j/KÍX%ortogonális sor a 
" (xi 	--ek tetszőleges sorrendje esetén majdnem mindenütt 
kon vergál, ALEXITS GYÖRGY vetette fe124 dolgozatában .a kö vetke-
ző kérdést : milyen feltételek mellett lielyettesithető a rögzitett pozitivL 
monoton 0- hoz tartó f'i.j 	sorozattal. Eredménye a következő : 
legyen [JCm.,jj 	a nem---eltün ő együtthatók monoton csökkenő 
sorozatba rendezése. l-la 
°e
n =. Oft E ) log lo
g n  
log h (valamely  
akkor 
r 1 c„,J2 -06" < 00 
107 
, •-ből következik a rCh/n(X%ortogonális .sor majdnem mindenütt  
való konvergenciája a yn (Kl 	-ek tetszöleus sorrendje Fűti 
lett, ALEXITS azt is megmutatta. Fogy a 	4+E 	faktor általában,  
nem élesithető.  
Ismeretes, hogy egy sor (C, r) , 	szummólhatóságából(r>O)  
következik Abel-s zummállhatósága. Megforditva: ha egy négyzetesen  
integrálható függvény ortogon 	kifejtése az alapinter vallumban majd-- 
nem mindenütt Abel szummálliató, akkor minden r O -ra (Ci n) -
szummálható majdnem mindenütt. Igy a feltevésekben ill. állitásokban  
a (C4) 	-szummálliatóság belyettesithető (Ci n) 	-szummálliató- 
sággal ( r >0) vagy Abel-szummálhatósággal.  
le CV egyik tétele szerint minden ben(X1} rendszerre a  
ortogon ális sor ma jdne«i mindenütt  (C '1]  -azummáhliató. ha  
E c„ (l og lognl 2 < ao 
és az általános esetben ez a feltétel nem gy e ngithető. TANDORI  KÁ -
ROLY élesíti Mensov tételét 25 dolgozatában, Ha a [Cis j pozi-
tiv együtthatósorozatra 
 
akkor a (4) Mensov-feltétel nemcsak elegendő.  de szükséges is ahhoz.  
hogy minden SOK (Xi/ ortonormált rendszerre a Z4041 (X% sor  
majdnem mindenütt (C,4) -szummálható legyen. 
ALEXITS GYÖRGY egyik dolgozatában 20 megmutatja, hogy a (4)  
szummálhatósági feltétel speciális esetekben élesebb feltétellel Helyettesit--
hető, nevezetesen, ha a fcJ 	egy ütth atós orozat választását egy meg- 
felelő monoton majoráns sorozattal korlátozzuk. Bizony itja a következőt :  
ha fq fn)J  poziti v számok monoton csökkenő sorozata. melyre  
(5) 	
oo 
~~ h ~ 
 o0 
n 
és CK = O'12 n% akkor a ECOOK (X% ortogonális sor majdnem min-
denütt 	(", 4] 	s z ummálliátó.  
108. 
(4) 
nCK  —(n+4%Cnf4  (n=4,2,.-1  
TANDORI ugyancsak /25/-ben bizonyitja ALEXITS azon sejtését, hogy  
az (5) feltétel nem javitliat.ó. Ha W(K% pozitiv számsorozat, melyre  
akkor megadható a z (p,6) . ':: ,inte rvallumban olyan f~n(XIortonor-• 
mált rendszer és olyan LJ   E 2 	(.azaz 	Qfn <00 )  együtt-- 
h utósorozat. melyre  
an 
de a E an q‚i3 (X% ortogonális sor egy 0-mérték ü halmaz pontjainak  
kivételével seholsem (C, X1) 	-szummálható.  
Ortogonális sorok konvergenciájára és  (C,'!]  -szummálliatóságára  
vonatkozóan állapit meg szükséges feltételeket TANDORI KÁROI,1 ,27-- 
ben. Legyen 	(ci'j6   /2 	adott pozitiv számsorozat. Rendeljük  
minden fn' ] 
 
(0= n,, 4 az 'C I ' indexsoro athoz . z 
1 	 2 
A k({n i J an
i
k #4 +...  
sorozatot, Jelölje 	1 	az olyan fn'J 	indexsorozatok osztályát , 
melyre az fÁk ( i'jJj 	sorozat monoton nem--növő.: TANDORI bi--.  
zonyitja a következőt : ha a véges (a,61 intervallumon ortonormált  
t/Pt (A/ii 	rendszerek mindegyikéra a ZCh$(x%rtogon ális sor  
majdnem mindenütt konvergens, akkor  
"4k ( [nil) log2k < 00  
minden . [n'J 61 	indexsorozatra, I-la az fan) együtthatósorozat  
monoton nem-növő. akkor 	~j - !}f és megkapjuk a Men sov -- Rade-- 
mache :e.n? TANDORI /19/ dolgozatában adott élesitését, Jelölje  
az olya 	frli) 	indexsorozatok osztályát, melyre [Ak(0111)]  
monoton -neme--növő, Ila a 	 ortogonális sor minden  
[,y9pL (x%} 	ortonormált rendszerre r: fljd. em mindenütt (C,4) -szum-_.  
málható,, 'akkor 	- 
Ak í f2n'j)tog2k Do . 
minden 	niJ  E 0 indexsorozatra. Ha speciálisan az fag sorozatra  
109. 
(k= 2/.  .. 1 
a - n aK 'lnf ~l an~•r (n=42,...) alakor[nj ~i jEI és a Kaczmarz - 
Mensov telelnek TANDORI által /25/-- ben adott élesitését kapjuk,  
A C ',saro--közepek becslésével foglalkozott ALEXITS G YC R GY 28 
dolgozatában, Eredményét TANDORI KÁROLY /19/--ben élesitet te, me g  
mutatva, hogy négyzet' sen integrálható függvényre majdnem mindenütt 
(,1"'(x)=o Klo9' o9' l ni 	Cr >0) 
Ismeretesek a következő fogalmak : a 	'h' í'or alapinterval--- 
lumban majdnem mindenütt erősen t C4:') 	-szu mmálható, ha van o- 
lyan S (xi 	fiig gvén y , melyre 
l i m 	L- Le
,(
k
r-41 (XI] 0 (r >0)  n --4 od n1 4 ks o  









~ (xiJZ= 0 (r Ol 
n -+ea 
,-  k-0 
majdnem mindenütt. ZYGMUND bizonyitotta, hogy ha a ZCnA(X/ortogo. 
nális sor majdnem mindenütt Abel--szummálható, akkor'CK<öo már 
biztositja minden P" 1 ---re a sor erős (C, r) --szummáiliató--
ságát majdnem mindenütt., ZALC'VAS;JER vetette fel a kérdést, bogy itt  
az erős szummálliatóság - legalább is Fourier-sorok esetén- nem lie---
lyettesithető--e a nagyon erős szummálhatósággal. De ezt csak r=4 --
re és konvex f)','j  sorozatra tudta bizonyitani. ALEXITS GYÖRGY29 
dolgozatában a kérdésre CN 	nagyságrendjének bizonyos megs zoritá--- 
sóval igenlően válaszol. ALEXITS szerint, ha a fin] 	a) pozitív, 
növő számsorozat, b) 	a+4 ' CO -mit n 	) [n An 	sorozat monoton  
n övő, akkor a ECnyGK (X) sor majdnem mindenütt A` el--s zummálha-- 
tósága a 
Cn = a (n'~~n Í 
feltétellel együtt biztositja minden r ■  Z  --re a nagyon erős (C' á') -
szummálhatóságot majdnem mindenütt. 
TANDORI KÁROLY 30--ban r=4 esetben Alexits fenti tételét 
n övő indexsorozatra.  
110. 
9 
bebizonyította a c) feltétel nélkül is. Fel vethető az a kérdés, hogy 
ntyzetesen integrálható kifejtések esetén a majdnem mindenütt való 
(C,41 	-szummálhatóságból következik-e á majdnem minde.. 
nütt való nagyon erős (C6 '!) -szummálhatóság is. TANDORI u 
gyancsak /30/-ban megad olyan Opt (xi] 	ortonormált rendszert 
és j 	E L 	együtthatósorozatot, hogy  CnStbd--szummálhat ő 
majdnem mindenütt egy négy étesen integrálható jg%Í függvény-
hez. anélkül,. hogy nagyon erősen (614/ ,-szummálható lenne. 
A nagyon erős szummálliaióságra vonatkozik még TANDORI 
KAROLT' egy eredménye Megmutatja31 -ben ti hogy az ortogonális sor 
ma jinem mindenütt való nagyon erős (C 4/ 	--szummálhatóságát 	a 
cn (!oq [ogvt 1 2 
sor konvergenciája már biztosítja. 
Az ortogonális sorok konvergenciájának elméletében nagy sze.• 
repet játszó Lebesgue--függvények becslésével foglalkozik TANDORI 
KAROL Y32 és a már emlitett /19/ dolgozatában, Ismeretes, hogy ha 
{tini pozitiv, nem-csökkenő számsorozato melyre  
akkor az L.  (xi 	Lebesgue--függvén yre a z alapín tervallumban 
majdnem mindenütt 
LNt (K) = C¢ (An 1 
Ha a 	 rendszer az alapintervallumban egyenletesen 
korlátos, akkor mindenütt 
Ln (x) =a(V/ 
TANDORI /19/ és /32/--ben megmutatjat hogy az előbbi becslés ál -
talában nem finomitható. (Aztá hogy a második becslés nem finomit-
ható, II RADEMACHER mutatta meg.) TANDORI ezekben a dolgoza-
tokban részletesen foglalkozott a ((<r'/ — összegezéshez tarto-
zó Lebesgue-füüggvények nagyságrendjének kérdésevel is. 
ALEXITS GYÖRGY egyik dolgozatában 33 SALEMNEK a Fourier- 
"sor faktorsorozato kkal való trans zformációjára vonatkozó e gyes téte-- 
ill 
left terjeszti ki olyan 	„AN  (X%I 	ortonormált rendszerekre, a 
melyekre a 
Kn6()=  fb f ~ (4_ ~ 1~k (X% (~ )jG~t k=G 	rtt~i 	 }'~k  
figgvények közös ( X 	-től és 	h 	--től független) korlát alatt  
maradnak, (A r Ch sor /1= [)J --transzformáltján a  
Z %» K C„ on  (X ) sort értjük.) Megmutatja, hogy ha ECn joK (X  
egy Lp Í p A. 4) osztáIyb li függvény sorfejtése, akkor megadlia<.ó o- 
lyan 00 -be tartó, konkáv íjén. J faktorsorozat melyrerZra egy ugyan-
csak az osztályhoz tartozó függvény kifejtése.( ALEM ezt csakp 4 -re  
ésFourier--sorokra bizonyította). Hasonlían terjeszti ki SALEMNEK a  
fólyt on os függvényekre vonatkozó analóg tételét.  
Lakunáris sorok elméletébe vág ALEXITS GYÖRGY több dolgo--
zata 34,35 36.. A  ECA,>nLXisor lakunáris, ha a nem eltűnő Cm y 
együtthatók é'e?y indexei ugy következnek egymásra *:. hogy '22W 
 v 
KOLMOGOROV egyik tétele szerinte ha a i 	lakunó r is sor majdnem  
mindenütt („4/  -szummálható és Zco 
t  .404 akkor majdnem  
mindenütt konvergens is' Alexits /34/-ben általánositja ezt a tételt,  be 
vezetve a következő fogalmait 1:  le gisz [Aej pozitiv nem-csökkenő 
számsorozat a ,ZCti, y0M, (x Ari-lakináris. ha . a nemeltünő 	to 
együtthatók 24 és 2"♦4 közé eső My indexeinek száma 06/1.24  
KOLMOGOROV tételének általánositása ezután igy fogalmazható : ha  
a ZCn9 , (X/ lakunáris sor majdnem mindenütt (C//1) -szummál-- 
ható és ECK 	400 akkor majdnem mindenütt konvergál.  
/34/--ben közölt tételét' általánositja ALEIXITS GYÖRGY /35/--
dolgozatáaan, Az ott szereplő ZCK'K" 00 helyett elegendő a  
so r konve rgenclá ját megkö vetelnünk: ALEXITS. megrn':Iatja. bogy ez 
a tétel az általános esetben már nem javitla ató, l -la a fw"i&ij  
pozitiv nem--csökkenő sor ozatra 
(l o oy l ogr 41 2 -: n 1-. o((/or d']  
akkor megadható egy ECrt(Pn  (Xf ortogonális sor a következő tulaj--
112. 
donságokkal : 1 ° 	-lakunárta. 2 ° majdnem mindenütt (CM/ -szum- 
málható, 3° Zcitz tAttAisI <o0 4° mindenütt divergál. 
A /34 /--ben vi zslamez e tt. An -Jakuriar illd fo g alomtól kissé külön " 
b oző En/ilakunaritási fogalmat vezet b e :Alexits György /36/-ban. 
Legyen Mx) pozitív, nem--csökkenő, felülről konkáv függvény, melyre 
íM(xi 4.(x) A ZCKy "x,sor Atka --lakunáris, ha a nem el--
tűn ő `m), tagok í1 és Zii közé eső »ii, indexeinek száma neirn ha-
ladja meg 	Níl] 	Bizonyitja a következő tételt : ha a • 
X Cn/K(Ki /161.%.lakunáris sor együtthatóira /Ci 4 oo 	és 
CK= O'(C si 	 ahol 	trpt } 	 pozitiv számok olyan 
nem -növő sorozata, melyre 
VA (nZ J 1 Icc,O  n 
kor ECn)On  (X/ majdnem mindenütt (C, 4] -szummálható, 
Egyes a Fourier- és a Rademacher-féle rendszer esetén ismert 
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